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Nam 1897, tai cudc thi toan cta Hoi Toan hoc va Vat 1y Lorand Eotvos,
Gido su L. F. Fejér, vao thoi diém dé van 1a mot sinh vien, da st dung hé qua
thu vi sau day ctia dinh 1y hinh hoc so cap ndi tiéng ctia Euler: Néu R 1a ban
kinh duong tron ngoai tiép va r 14 ban kinh duong tron noi tiép clia mot tam
gidc thi R > 2r. Bat déng thic nay goi la bdt dang thic Fuler.

Bat dang thiic nay dé dang suy ra tit dinh 1y Euler d? = R* — 2Rr véi d
14 khodng cach gitta hai tam duong tron ngoai tiép va noi tiép tam giac. Vi
d> > 0 nén R > 2r. Dang thitc x4y ra néu va chi néu hai dudng tron dong
tam, tic 1a tam gidc d6 13 tam giac deu.

Bat dang thiic Euler kha ban chat, né thé hien méi quan hé giita ban kinh
dudng tron ngoai tiép va ban kinh dudng tron noi tiép tam gidc. Bat dang
thiic Euler c6 rat nhiéu ting dung. Ngoai ra, bat ding thiic Euler con c6 thé
dugc mS rong theo nhicu huéng khac nhau: ngay trong tam giac (thay bat
dang thic Euler bang mot bat dang thitc tong quat hon), mé rong cho ti
giac, t1t dién,...

Luan van "Mot s6 md rong ciia bat dang thic Euler va ing dung" c6 muc
dich khai théc, tong hop, chiing minh bat déng thic Euler va caAc mé rong
ctia bat ding thiic nay, dong thoi trinh bay cac tng dung ctia bat dang thic

Euler trong chiing minh cac hé thitc hinh hoc trong tam giac va tit giac.



Chuong 1

Bat dang thic Euler va mét sé6 md

rong

1.1. Mot sb kién thitc bo tro

Cho tam giac ABC', v6i cac canh a = BC,b = AC,c = AB. Ki hiéu
a) O, I theo thit ty la tam dudng tron ngoai tiép, noi tiép tam gidc clia tam
giac.
b) R va r theo thit ty 14 ban kinh dudng tron ngoai tiép, duong tron noi tiép
cua tam giac.
¢) Ta,Th, Te theo thit ty 13 ban kinh duong tron bang tiép, tiép xtc véi cic
canh BC, AC, AB tuong tng.

a+b+c

d) Ky hiéu S la dién tich va s = — la nita chu vi cia tam giac.

1.1.1. Mot sé dinh 1y co ban trong tam giac

Dinh ly 1.1 (Dinh ly ham s6 cosin) Trong tam gidc ABC, ta c6
a? = b2 + ¢ — 2bccos A,
b = a?® + ¢® — 2accos B,
& =a®+b* —2abcosC.

Hé qua 1.1 Tu Dinh ly 1.1, ta co

b2 2 9
cos A — uy
2bc

2 2 _ 2
cos B — L)
2ca



)
a4+ b* — 2
 2ab
Dinh 1y 1.2 Trong tam giac ABC ta co
a b c
simA  sinB  sinC

Dinh 1y 1.3 Dién tich S cia tam gidac ABC dugc tinh theo cong thic sau:

cosC =

2R.

1 1 1
S = iaha = ibhb = §Chc,
1 1 1
S = iabsinC = §bcsinA = §casinB,
abc
S =—
4R’

S = 2R?sin Asin BsinC,

S =sr,

S :\/s(s—a)(s—b)(s—c),
S = Vi,

aryre br.r, CryTy
p— p— )
74b‘i_7’c 7nc‘*—ra 7’a+7’b

Dinh 1y 1.4 Trong tam giac ABC, ta co

| Q

A B
r:(p—a)tan§: (p—b)tan§: (p — ¢) tan

SHRY

1.1.2. Mot sbé bat ding thic co ban

Dinh 1y 1.5 (Bat ding thic AM-GM) Gid st ay,as,...,a, la cdc so thuc
khong am, ta co
air+ag+---+ay

> Yaias...a,,.
n

Ding thic zdy ra khi va chi khi aq = ag = - - = ay,.

Hé qua 1.2 Vi moi s6 thuc duong ay,as, ..., ay, ta co

n

Ya1as...an 2 T -
o Ta T TG,

n

Ding thic zdy ra khi va chi khi aq = ag = - - = ay,.
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Hé qua 1.3 Vdi moi s6 thuc duong ai,as, ..., ay, ta co

1 1 1 n?

— =+t — 2> .

ap Gz ap — ap+ag+---+ap
Ding thic zdy ra khi va chi khi a1 = ag = - - = ay,.

Dinh 1y 1.6 (Bat dang thiic Cauchy-Schwarz) Cho hai déy s6 thic ay, as, ..., a,
va by, by, ..., b,. Khi do

(a1by + agby + -+ + apby)? < (af + a3+ -+ a2)(b] + b3+ - + b2).
Ding thic zdy ra khi va chi khi “_®_ O
bi by br,

1.1.3. T giac noi tiép
1.1.3.1. Dinh nghia va tinh chéat

Xét tit gide 16i ABCD.
Dinh nghia 1.1 Tt gidc ABCD c6 bon dinh A, B, C, D nam trén mot duong
tron dugc goi 1 i gidc noi tiép.

T giac ABCD 1a t1t gidc noi tiép néu va chi néu n6 théa man mot trong
cac diéu kien sau.
Tinh chat 1.1 T4 giac ABCD la tit gidc noi tiép duong tron (O; R) khi va
chi kht OA=0B =0C =O0D.

Tinh chat 1.2 T4 gidac ABCD la ti gide noi tiép khi va chi khi hai dinh ké

nhau cung nhin mot canh doi dudi mot géc bang nhau.

Tinh chat 1.3 T4 gidc ABCD la ti gidc noi tiép khi va chi tong hai géc doi
dién bing 180°.

Tinh chat 1.4 Gia st ti giagc ABCD c6 hai duong thang chita hai canh AB
va CD cit nhau tai I. Khi dé diéu kién can va di dé ti giac ABCD la ta
gidc noi tiép la TA.IB = IC.ID.

Tinh chat 1.5 Gid st tii giGc ABCD c6 hai duong chéo cit nhau tai K. Khi
do dieu kién can va di dé ti gide ABCD la tid gidc noi tiép la KA KC =
KB.KD.
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Tinh chat 1.6 (Dudng thang Simson) T gide ABCD noi tiép khi va chi
khi chan ba duong cao ha tu dinh cia tié gidc zuong ba duong thang chia ba
canh tao bdi ba dinh con lai la thaing hang.
Tinh chat 1.7 (Dinh 1i Ptoleme) Tt gidc ABCD ngi tiép khi va chi khi
AC.BD = AB.CD + AD.BC.

1.1.3.2. Dién tich t& giac

Dinh 1y 1.7 (Dinh 1i Brahmagupta) Cho ti gidc ABCD ngi tiép vdi cdc
canh AB = a,BC =b,CD = ¢, AD = d. Khi dé dién tich cia ti giac ABCD

la

S=\@—a)p—b)p——c)p—d),

b d
atbrerd la nita chu vi cua t@ gidc ABCD.

2
1.1.3.3. D6 dai hai dudng chéo ctia ti gidc noi tiép

VoL p =

Dinh ly 1.8 Cho tit giagc ABCD noi tiép vdi cic canh AB = a,BC =
b,CD = ¢, AD = d. Khi do do dai hait duong chéo cua td giaGc ABCD dugc
cho bodi cong thic

(ac + bd)(ad + be) BD? = (ac + bd)(ab + cd) .

2 _
ACT = ab + cd ad + be

1.1.4. T giac ngoai tiép
1.1.4.1. Dinh nghia va tinh chat

Dinh nghia 1.2 Tt giac 16i ABC'D dudce goi 1a tit gidc ngoai tiép mot dusng

tron néu duong tron dé tiép xic véi tat ci cac canh clia ti giac.

Cho t1t giac 101 ABC'D. Khi d6 ABCD 1a t1t giac ngoai tiép khi va chi khi n6

théa man mot trong cac diéu kién sau.

Tinh chat 1.8 T4 giac ABCD la tit gidc noi tiép duong tron (O; R) néu va
chi néu tong cdc cap canh doi bang nhau, tic la AB + CD = BC + DA.

Tinh chat 1.9 T4 gidgc ABCD c6 cic tia AD va BC cdt nhau ¢ E; cic tia
AB va DC cat nhau 6 F. Khi dé cdc dieu kién sau la tuong duong:

a) Ti giagc ABCD ngoai tiép.

b) BE + BF = DE + DF.

¢c) FA+CE =FA+CF,.
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1.1.4.1. Dién tich t& giac ngoai tiép

Dinh 1y 1.9 Cho ti gisgc ABCD ngoai tiép vdi cic canh AB = a, BC =
b,CD =c,AD = d. Khi do dién tich cia ti giac ABCD la

B+ D
S = Vabed sin —; )

1.1.5. T giac hai tam

Dinh nghia 1.3 Tt gidc ABCD dugc goi 1a ti gidc hai tam néu né vita noi
tiép duge mot duong tron va vita ngoai tiép duge mot duong tron.

Nhan xét. T giac hai tam c6 day diu cac tinh chat clia mot t1t giac noi tiép
va tit gidc ngoai tiép.

Gia sit t1t gidc hai tam noi tiép duong tron tam O ban kinh R va ngoai tiép
duong tron tam [ ban kinh r. Cac dinh ly duéi day duge trinh bay trong [2].
Dinh 1y 1.10 Trong ti gidc hai tam, ta cé cic dang thic sau:

a) (be + ad)(ab + cd)(ac + bd) = 16p> R*r?.
b) ab + be + cd + da = p?.
¢) ab+ be + cd + da + ac + bd = p* + 2r% + 2rv/AR? + r2,

d) ac+ bd = 2r(r + VAR? +1?).

1.1.5.1. Dién tich cta t& giac hai tam

Cho t1t giac hai tam ABCD véi cac canh AB = a,BC =b0,CD = ¢, DA =
b d
d v6i ntta chu vi p = (H_;_H_ va dién tich S.
Dinh 1y 1.11 Dién tich cia ti gidac hai tam ABCD dugc cho bdi cong thic

S = Vabed.

Heé qua 1.4 T gidc hai tam co dién tich duogc tinh bdi cong thic
6

0
S = actan§ = bd cot 2

vdi 6 la goc gita hai duong chéo.
Hé qua 1.5 Trong ti giac hat tam ta co

; A be tCt B cd tD
n—— _— = —_ n—— _— = —_—
M T Ve T My T T



